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΄Ασκηση 1. ΄Εστω ο Ευκλείδειος χώρος (R4, 〈, 〉), όπου 〈, 〉 είναι το κανονικό (συνηθισµένο)

εσωτερικό γινόµενο.

Θεωρούµε τον ακόλουθο υπόχωρο V του Ευκλείδειου χώρου R4
:

V =
{
(x, y, z, w) ∈ R4 | 2x− y − z = 0 και y − z − w = 0

}
1. Να ϐρεθεί µια ορθοκανονική ϐάση του V.

2. Να ϐρεθεί ο ορθογώνιος υπόχωρος V⊥
του V.
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Θεωρούµε τον ακόλουθο υπόχωρο V του Ευκλείδειου χώρου R4:

V =
{
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Λύση. Από τις εξισώσεις 2x − y − z = 0 και y − z − w = 0 έχουµε ότι z = 2x − y και άρα
w = y − z = y − 2x+ y = 2y − 2x. Εποµένως

V =
{
(x, y, z, w) ∈ R4 | 2x− y − z = 0 και y − z − w = 0

}
=

{
(x, y, z, w) ∈ R4 | z = 2x− y και w = 2y − 2x

}
=

{
(x, y, 2x− y, 2y − 2x) ∈ R4 | x, y ∈ R

}
= 〈(1, 0, 2,−2), (0, 1,−1, 2)〉

Το σύνολο {(1, 0, 2,−2), (0, 1,−1, 2)} είναι γραµµικά ανεξάρτητο και άρα αποτελεί µια ϐάση
του V. Αφού 〈(1, 0, 2,−2), (0, 1,−1, 2)〉 = −6 6= 0 έπεται ότι τα διανύσµατα δεν είναι κάθετα
µεταξύ τους. ΄Αρα για να ϐρούµε µια ορθοκανονική ϐάση του V εφαρµόζουµε την διαδικασία
Gram-Schmidt.

∆ιαδικασία Gram-Schmidt:

Θέτουµε ~x1 = (1, 0, 2,−2) και ~x2 = (0, 1,−1, 2). Τότε ~y1 = ~x1 = (1, 0, 2,−2) και

~y2 = ~x2 −
〈~x2, ~y1〉
〈~y1, ~y1〉

· ~y1 = (0, 1,−1, 2)− 〈(0, 1,−1, 2), (1, 0, 2,−2)〉
〈(1, 0, 2,−2), (1, 0, 2,−2)〉
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Υπολογίζουµε τα µέτρα των διανυσµάτων ~y1 και ~y2:
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Τότε η ορθοκανονική ϐάση του V είναι

ΟΚΒ :
{
~z1, ~z2

}
=
{
~z1 =

~y1
‖~y1‖

, ~z2 =
~y2
‖~y2‖

}
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Αφού R4 = V⊕V⊥ έπεται ότι dimR R4 = dimR V+dimR V
⊥ και άρα dimR V

⊥ = 2. ΄Εχουµε :

V⊥ =
{
(x, y, z, w) ∈ R4 | 〈(1, 0, 2,−2), (x, y, z, w)〉 = 0 και 〈(0, 1,−1, 2), (x, y, z, w)〉 = 0

}
=

{
(x, y, z, w) ∈ R4 | x+ 2z − 2w = 0 και y − z + 2w = 0

}
=

{
(x, y, z, w) ∈ R4 | x = −2z + 2w και y = z − 2w

}
=

{
(−2z + 2w, z − 2w, z, w) ∈ R4 | z, w ∈ R

}
=

{
z(−2, 1, 1, 0) + w(2,−2, 0, 1) ∈ R4 | z, w ∈ R

}
=

〈
(−2, 1, 1, 0), (2,−2, 0, 1)

〉
Εύκολα διαπιστώνουµε ότι το σύνολο {(−2, 1, 1, 0), (2,−2, 0, 1)} είναι γραµµικά ανεξάρτητο
και άρα αποτελεί µια ϐάση του V⊥. 2


